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Die Antwort auf diese Frage ist bejahend. Zum Be-
weis werden zwei Hilfssdtze benotigt.

Hilfssatz 1: Gibt Dim & die Dimensionszahl eines
Teilraumes & von B, an, so gilt 16

Dim & + Dim S(K) =n. (A.13)

Dieser Hilfssatz ist fiir die iiblichen Vektorraume (d. h.
solche iiber Korpern der Charakteristik null) gelaufig;
sein Beweis iibertragt sich unverandert auf den vorlie-
genden Vektorraum.

Hilfssatz 2: Ist by ,by,...b, eine beliebige Menge
von n linear unabhingigen Vektoren (d. h. eine Basis
von B,), so schreibt sich die allgemeinste lineare Ab-
bildung, die Gln. (A.10) und (A.11) erfiillt, in der
Form

a’— Z Bra by (bg- @)

p.q=1

(A. 14)

mit
Bra =.5r1p H ﬂpp: 0; (A. 15)

Gl (A.9) wird hier nicht gefordert. Beim Beweis die-
ses Hilfssatzes verwendet man wesentlich den Spezial-
fall von Hilfssatz 1, dal jeder auf allen Vektoren senk-
rechte Vektor der Nullvektor ist.

Aus Hilfssatz 1 schlieBen wir nun zunachst

S[B(R)] =R, (A.16)

d. h. der auf S(R) senkrechte Teilraum ist mit & iden-
tisch. Beweis: Einerseits enthdlt S[S(K)] sicher den
Teilraum K; andererseits ist die Dimension beider Teil-
rdume nach Hilfssatz1 gleich. Nunmehr ist nur noch

16 Es ware jedoch ganz verkehrt, hieraus zu folgern, dafl &
und €(K) zusammen den ganzen Raum aufspannen. Bei
geradzahligem n gibt es sogar den Fall, dal &(R) =8
(und natiirlich Dim K =n/2) ist.
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zu zeigen, dal alle symmetrischen Matrizen mit ver-
schwindender Hauptdiagonale, die jeden auf &(R)
senkrechten (also in K& liegenden) Vektor annihilieren,
in der KLex-Gruppe enthalten sind. Hierzu wihlt man
die Basis &y,by,...,b, in Hilfssatz2 so, daB die
ersten, etwa s, Vektoren den Teilraum &(&) aufspan-
nen und daf die ibrigen Vektoren diese Basis zu einer
von B, erginzen. Damit jeder auf den ersten s Basis-
vektoren senkrechte Vektor annihiliert wird, diirfen nur
diese ersten s Vektoren in Gl. (A. 15) wirklich vorkom-
men. Ein solcher Ausdruck 1aft sich aber sofort als
Summe von Kvrein-Transformationen der in Gl. (A. 12)
gegebenen Form auffassen.

Man findet mit den bereitgestellten mathematischen
Hilfsmitteln iibrigens sofort die Ordnung der Kiein-
Gruppe, d. h. die Anzahl verschiedener zuldssiger Fest-
legungen der Vertauschungsrelationen zwischen ver-
schiedenen Feldern: mit Dim & (K) =s ist diese Anzahl
gegeben durch 25¢~1/2, Denn die KreN-Gruppe ist iso-
morph zur additiven Gruppe der s-reihigen symmetri-
schen Matrizen mit verschwindender Hauptdiagonale
tiber dem Primkoérper der Charakteristik 2; jedem
Element der Kviein-Gruppe ist nach Gl (A. 14) eine
s-reihige Matrix zugeordnet, deren Elemente /5,
Gl. (A.15) gehorchen und auflerhalb der Hauptdiago-
nale nur die beiden Werte 0 und e annehmen konnen.

Zusatz b. d. Korr.: 1. Herr Prof. RosenreLD
weist mich auf die folgende Arbeit hin, in der ebenfalls
das Problem der Vertauschungsrelationen zwischen ver-
schiedenen Feldern (vgl. FuBin.3) behandelt wird:
H. Umezawa, J. Poboranskr u. S. Onepa, Proc. Phys.
Soc., Lond. A 68, 503 [1955]. — 2. Die Rolle des Zu-
sammenhangs zwischen Spin und Statistik im weiteren
Sinn beim Beweis des TCP-Theorems wird auch unter-
sucht in einer demnichst erscheinenden Arbeit von
Kivosurra.

Plasma-Konfigurationen mit Oberflichenstromen, die von einem
Magnetfeld im Gleichgewicht gehalten werden
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Configurations of a plasma with constant pressure and with surface-currents are examined which
are in equilibrium with a exterior magnetic potential-field. With the aid of an existence-theorem
from the theory of partial differential equations the question of the existence of such configurations
is reduced to differential-geometrical properties of the surface of the plasma. These properties are
then investigated for the torus of circular cross-section with an interior azimutal magnetic field and
for a surface of axial symmetry with variable diameter. Finally a torus of variable cross-section is

treated approximately.

Ein Plasma von unendlicher Leitfahigkeit erfiille
ein Gebiet ¥ des Raumes. In (% sei ein magnetisches
Potentialfeld B;, wobei der Fall B; = 0 nicht aus-
geschlossen sein moge, wihrend auflerhalb von (%
ein von Null verschiedenes Feld 9, vorhanden sei.

Im Innern von & soll also kein elektrischer Strom
flieBen. Wir setzen voraus, dall die Grenzflache
(Oberfliche) § des Gebietes (3 nicht von Feldlinien
durchsetzt werde, daf} also die Flache 3§ durch Feld-

linien erzeugt werde. Wir bezeichnen Funktionswerte
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auf 3§ mit einem Stern und definieren

%i* =lim §Bi s ﬂ}:l* =lim 2};1 ’

P—F Q¥

wobei die Grenziiberginge so zu verstehen sind, daf3
der Punkt P (bzw. der Punkt Q) sich von innen
(bzw. von auBen) her der Fliche {§ nahert. Es sei
n die nach auBen weisende Flichennormale von .
Dann gilt nach Voraussetzung

(%i* n) :09 (Q}n* n) :07 (1)

womit an der Flache 3y auch die Divergenzfreiheit
des magnetischen Feldes gesichert ist, d. h. da} da-
mit auch n(V,* —B;*) =0 gilt. In der Flache F
moge ein Flachenstrom |* flieBen. Dann folgt aus
den MaxweLLschen Gleichungen

i*= = (8" =B, (2)

Der Druck im Innern des Plasmas sei konstant. Es
soll nun untersucht werden, unter welchen Bedingun-
gen das Plasma, das vermoge seines Innendruckes
sich auszudehnen bestrebt ist, von dem Magnetfeld
im Gleichgewicht gehalten werden kann. Wir haben
daher an der Grenzfliche neben (1) noch die Gleich-
gewichtsbedingung

210 [i* % (B* +B,") 1 +np=0

zu erfiilllen. Hieraus folgt, dall die Voraussetzung
(1) notwendig ist, denn wire (B;*n)+0, dann
wire wegen 1(0,*—B;*) =0 auch n(BV;* +B,*)
=2(B;*n) #0, also wire [j* < (B;* +B,*)] nicht
genau parallel zu — 11 und das wére im Widerspruch
mit der Gleichgewichtsbedingung.

Wegen (2) geht die Gleichgewichtsbedingung
tber in
1 * 1 *2
877%1 2+p:§%2}n (3)

(vgl. auch Biermann, Hain, Jorcens, List!).

Damit ist also die folgende potentialtheoretische
Aufgabe zu losen: Vorgegeben sei eine Fliache 3%,
die ein zusammenhingendes Gebiet (% umschlieflen
mége. In (& sei ein Potentialfeld

B;= —grad D;

so definiert, daBl (V;* 1) =0 ist. Gesucht wird eine
Potentialfunktion @, fiir einen Teil des AuBlenrau-
mes in der Nachbarschaft von ¥, welche auf ¥ die

L L. Biermasy, K. Haix, K. Jorcens u. R. List, Z. Naturforschg.
12a, 826 [1957].
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Randbedingungen
(ngrad @,) =0, (4)
1 2 1 #*2 &
g grad® P, = - B+ p (5)

erfiillt. Dabei wird nicht gefordert, dafl @, im gan-
zen Auflenraum definiert und singularititenfrei ist.
Es soll aber einen Teilbereich des Aufenraumes
geben, dessen Grenzfliche die Fliche {§ enthélt und
in dem @, regular ist.

Die Verhiltnisse liegen hier anders als bei den
iiblichen Aufgaben der Potentialtheorie. Wenn ¥
einfach zusammenhingend ist und von @, Regulari-
tat im Aullenraum verlangt wird, so wird bereits
durch die Vorgabe von (1 grad @,) auf der Fliche
die Losung @, eindeutig bestimmt und die Bedin-
gung (5) lafBt sich im allgemeinen nicht mehr er-
fullen. Zum Unterschied davon hat man hier einer-
seits wesentlich schwichere Regularititsbedingungen,
da man nur fordert, da das Feld ¥, nur in einer
gewissen Nachbarschaft von {§ regulir zu sein
braucht. Zum anderen 1t man fiir {§ auch mehr-
fach zusammenhiangende Flachen zu. Es wird sich
weiter unten zeigen, dal} die gestellte Randwertauf-
gabe der Potentialtheorie bei einer ganz im End-
lichen liegenden Fliache {§ nur dann l6sbar ist, wenn
&y mehrfach zusammenhingend ist. @, wird dann
eine mehrdeutige Funktion, die jedoch eindeutige
Ableitungen besitzt und damit auf eindeutige Feld-
komponenten fiihrt.

Fiir den Fall, daB die Flache {§ ein Torus von
kreisformigem Querschnitt ist, in dessen Innern %;
identisch verschwindet, haben Brermann, Hain, Jor-
Gens, List! eine Losung des Problems angegeben.
Wir werden spater in Abschnitt 5 sehen, daf} diese
Losung den Spezialfall einer einparametrigen Schar
von axialsymmetrischen Losungen darstellt. Die in
der zitierten Arbeit angegebene Nidherungsmethode
(S. 828) legt bereits den Gedanken nahe, daf} es
eine solche Schar geben muB. Die im folgenden ent-
wickelte Methode gestattet, die Verteilung des Ober-
flachenstromes fiir alle diese Fille anzugeben. Sie
liBt sich auBerdem noch auf den Fall ;=0 er-
weitern.

1. Linien vorgegebenen Abstandsgesetzes auf
einer Fliche

Bevor die oben definierte potentialtheoretische
Aufgabe behandelt wird, sollen hier einige differen-
tialgeometrische Hilfsbetrachtungen erledigt werden.
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Der Grund dazu ist, da} die Schnittlinien der Fla-
chen @, = const mit der Fliche {§ gewisse einfache
differentialgeometrische Eigenschaften haben. Im
Falle verschwindenden Innenfeldes 2; fallen sie mit
den Stromlinien zusammen und sind dquidistant, im
allgemeinen Fall erfiillen sie ein gewisses — spéter
naher zu bestimmendes — Abstandsgesetz.

Es sei 3% eine Fliche, deren Punkte P(z,y, z) in

der Parameterdarstellung
r=x(u,v).

y=y(u,v), z=z(u,v)

(2,y,z analytische Funktionen von u,v) gegeben
seien. Wir nehmen an, dal die Linien u = const,
v =const orthogonal sind, dall also die metrische
Fundamentalform durch

ds? =E du?® + G dv?
mit

E- G + G+ G- e- B <G+ 6

gegeben ist. Es soll nun auf ¥ ein neues orthogo-
nales System Z =const, « = const liegen, so daf}

ds>=edi?+ gdu?,
S+ B+ oo G+ 2+ 2
wird. Die Funktion }ed/Z stellt dann den Abstand

zweier benachbarter Linien 4 =const dar. Wir wol-
len in diesem Fall sagen, die Linien 2 = const erfiil-

 o——

len das Abstandsgesetz Ve .

Es sei nun das Abstandsgesetz Ve = f(u,v) vor-
gegeben und es soll eine Funktion Z(u,v) gesucht
werden, so, da3 die Linien 2= const das Abstands-

gesetz Ve = [ erfiillen. Das fiihrt auf eine Differen-
tialgleichung fiir die Funktion Z(u,v). Es mul}
/(u,v) so bestimmt werden, da} in der metrischen
Fundamentalform der Z-Linien und der dazu ortho-
gonalen u-Linien (deren Abstandsgesetz hier nicht
interessieren soll) der Koeffizient von d2® gerade
e=f*(u,v) ist.

Der Gradient einer auf y definierten Funktion
@* hat im u-v-System die Komponenten

1 3P* 1 3¢*

VE 3u’ VG v
im /-u-System die Komponenten

1 3P+ 1 3o

Ve 3L~ Ve 3u’

Da der absolute Betrag des Gradienten eine Inva-
riante ist, hat man
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(B0 LAY L (3 1 (a0
E \ 3u G\ v ) e\3i ) g "8:17) ’
Setzt man jetzt @* = 4, so folgt

1 {32\, 1372 1
sl +a ) -5 (7)

Dies ist die gesuchte Differentialgleichung fiir die
Funktion 2, deren Linien Z=const das Abstands-
gesetz Ve=f(u,v) erfilllen. Ist Ve=1, so erhalt
man speziell die Diffgl. fiir d&quidistante Linien

1 (31\2 1 (31\2
E(S) +"G'<a1;-> =L 8)

2. Der Existenzsatz

Zu dem in der Einleitung gestellten Problem las-
sen sich sofort notwendige Bedingungen an die Ober-
flache ¥ des Gebietes & angeben. Es sei

%i = = grad (I)i
die Losung der Potentialgleichung in (§ und es sei
(Bi*n) =0.

Dann hat die gesuchte Lésung
B, = —grad D,

fiir den AuBenraum an der Fliche ¥ die Rand-
bedingungen

(ngrad @,) =0, grad®>®,=p+ 817 Bi*2 (9)
zu erfillen. Die erste Bedingung besagt, dal} an je-
dem Punkt der Fldche {§ der Vektor grad @, in der
Fldche 3% liegt. Die anschauliche Bedeutung der zwei-
ten Bedingung gewinnt man, wenn man Schnittlinien
der Flichen @, = const mit der Fliche {§ betrachtet.
Bestimmen wieder u, v ein orthogonales Koordina-
tensystem in der Flache ¥ und setzt man

b=, =lm &, p+ B,
so geht die zweite Bedingung (9) iiber in die
Gl. (7). Die Linien @,* =const auf der Fliache ¥
sind also Linien, die ein durch p, B;*? vorgegebenes
Abstandsgesetz erfiillen. Ist speziell B; =0, dann
werden die Linien @,* = const dquidistante Linien;
sie sind dann identisch mit den Stromlinien des
Oberflichenstromes. Daraus ergibt sich sofort eine
notwendige Bedingung fiir die Flache 3 :

Sind die Fliche 3§, der Druck p und das Innen-

feld ; vorgegeben, so ist fiir die Existenz einer
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die Bedingungen (9) erfiillenden Auflenlésung @,
notwendig, dal} sich die Fldche {§ mit einem singu-
laritatenfreien System von Linien des Abstandsgeset-

zes (p—l— Sln %\i*'-’)f'/* einfach iiberdecken laf3t.

Dabei soll unter singularititenfrei verstanden
werden, dafl @,* auf § analytisch ist und kein
Extremum besitzt, so dal grad @,* iiberall eine ein-
deutige Richtung definiert. Daraus folgt unmittelbar,
daB die Fliche ¥ nicht endlich und einfach zusam-
menhidngend zugleich sein darf, da eine endliche
Flache von den Zusammenhangsverhaltnissen einer
Kugel von keinem singularitdtenfreien Liniensystem
einfach iiberdeckt werden kann. Die Fliache ¥ muf
vielmehr mehrfach zusammenhéngend sein und die
Funktion @,* mehrdeutig.

Weiter unten wird gezeigt werden, da} diese For-
derung auch hinreichend ist, so daB der folgende
Existenzsatz gilt:

Es sei & ein zusammenhingendes Raumgebiet,
B; ein Potentialfeld in &, dessen Feldlinien ganz in
& liegen, so daB die Oberfliche % von Feldlinien
des Feldes B; gebildet wird. Ferner sei p eine belie-
bige positive Zahl. Dann ist notwendig und hinrei-
chend fiir die Existenz einer bis zu einem gewissen
endlichen Abstand von % reguliren Losung D, der
Potentialgleichung im AuBenraum, welche die Rand-
bedingungen

grad> @, =p + L B;*2

N grad @,
( t o) a 8 7

=0,
erfillt, daB die Fliche 5 mit einem iiberall singula-
ritdtenfreien System von Kurven des Abstandsgeset-

zes (p+ 314 Bi*?) ' einfach iiberdeckt werden kann.

Zu jeder solchen Uberdeckung der Fliche durch ein
Liniensystem der geforderten Art gibt es genau eine
bis auf eine additive Konstante bestimmte Léosung
D, , die selbst mehrdeutig ist, jedoch eindeutige Ab-
leitungen besitzt.

Bevor dieser Satz im nédchsten Abschnitt bewiesen
werden soll, sei hier eine Folgerung vorausgeschickt.
Wenn die Flache ¥ ein Kreistorus ist und wenn das
Innenfeld B; verschwindet, dann konnen die Strom-
linien des Oberflachenstromes nicht rein meridional
verlaufen, denn da wegen (2) die Stromlinien mit
den Linien @, = const zusammenfallen, so miissen
sie dquidistant sein. Die Meridiankreise eines Torus
sind aber nicht dquidistant, also muf} j* eine azimu-
tale Komponente haben. Das haben bereits Bigr-

2 L. Biermany u. A. Scuiiiter, Z. Naturforschg. 12 a, 805[1957].
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manN, Hain, List und Jorcens! sowie Biermann
und ScurUTER? auf andere Weise bewiesen. Hier
folgt dieses Ergebnis direkt geometrisch. Dal} der
Strom eine Azimutalkomponente haben muf}, folgt
jetzt aber auch fiir allgemeinere Flachen. Man be-
trachte die Flache, die entsteht, wenn ein in einer
Ebene ¢ = const eines Systems von Zylinderkoordina-
ten (7, @, z) liegender, die z-Achse nicht schneidender
Kreis in @-Richtung um die z-Achse bewegt wird,
wobei sich ein Radius ¢ mit ¢ @ndern moge, jedoch
so, dal o(@) die Periode 27 hat und wobei p
immer so klein bleiben moge, dal die entstehende
Flache die z-Achse weder schneidet noch beriihrt.
Die Flache ¥ ist also eine torusartige Figur mit
kreisformigen Querschnitten, deren Durchmesser
mit ¢ variiert. Auch in diesem Fall gibt es keine
Gleichgewichtslosung mit verschwindender ¢-Kom-
ponente des Stromes, da auch bei dieser Fliche die
Meridianlinien nicht dquidistant sind.

Es sei nun {§ eine allgemeine zweifach zusam-
menhingende Flidche. Dann gibt es auf 3§ zwei Arten
von geschlossenen (sich selbst nicht schneidenden)
Linien, die sich nicht stetig auf einen Punkt zusam-
menziehen lassen. Die einen entsprechen den Paral-
lelkreisen des Torus, die anderen den Meridional-
kreisen. Diese den Meridiankreisen entsprechenden
Kurven von §§ sollen jetzt meridianartige Kurven
heilen. Dann legen die Ergebnisse beim Torus und
bei der oben beschriebenen Verallgemeinerung die
folgende Vermutung nahe: Ist 3% eine zweifach zu-
sammenhingende Flache, so ist die Gleichgewichts-
aufgabe mit Oberflachenstromen und verschwinden-
dem Innenfeld nicht 16sbar, wenn ldngs einer belie-
bigen meridianartigen Kurve L

$li* < an)=o
L

gilt. Dabei soll dl jeweils die Richtung der Tangente
von L haben Diese Vermutung wurde zuerst von
Brermann® im Zusammenhang mit Uberlegungen
am Kreistorus formuliert. Unsere obige Verall-
gemeinerung bestitigt die Vermutung bereits fiir
eine weitere Klasse von Flichen. Wenn das oben
angegebene Linienintegral fiir eine einzige meridian-
artige Kurve L verschwindet, so verschwindet es auch
fiir alle meridianartige Kurven der Flache, da sonst
das Vektorfeld j* auf 3§ nicht singularititenfrei
wire. Im besonderen sind dann die Stromlinien
selbst meridianartige Kurven und die Vermutung

3 Miindliche Mitteilung.
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kann in der Form ausgesprochen werden: Die
Gleichgewichtsaufgabe ist nur dann losbar, wenn
der Oberflichenstrom nicht ausschlieBlich langs
meridianartigen Kurven flieit. Die Vermutung ist
gleichwertig mit der Behauptung, dafl man eine zwei-
fach zusammenhingende Fldche nicht mit meridian-
artigen Kurven einfach iiberdecken kann, wenn die
Kurven gleichzeitig dquidistant sein sollen. Obwohl
diese Behauptung anschaulich einleuchtet, scheint sie
nicht elementar beweisbar zu sein.

Da wir spiter zeigen werden, dall beim Kreistorus
auch bei nichtverschwindendem Potential-Innenfeld
keine Losung mit rein meridionalem Oberflachen-
strom moglich ist, liegt der Gedanke nahe, dal} auch
bei B; =0

$I1j* > dn|
L

nicht verschwinden darf, wenn das Gleichgewichts-
problem losbar sein soll *.

3. Beweis des Existenzsatzes

Dal} die Forderung notwendig ist, wurde bereits
gezeigt. Zum Beweis der Umkehrung denke man sich
ein System von Linien 4(u,v) =const des Abstands-

4*2) —1/s

gesetzes (p + 81; B, gegeben. Die dazu ortho-

gonale Linienschar sei u(u, v) = const. Die metrische
Fundamentalform im /-u-System wird dann

ds?=edi24+gdy? mit e= (p + — %'2) '

Wir setzen jetzt @,*=7A+a, (a=const).

Dann ist @,* auf der ganzen Flache festgelegt, und
wir fordern jetzt an Stelle von (9) fir @, an der
Fldche 3% die Randbedingungen

D, =P, =A+a, (ngrad P,) =0 (10)

Um zu erkennen, dal} durch (9) die Losung des
Aullenraumes eindeutig bestimmt ist, ergénzen wir
das System der wu-v-Linien zu einem rdumlichen
(krummlinigen) orthogonalen Koordinatensystem,
das im Raum durch die Flachen u = const, v = const,
w = const festgelegt werde. Die Erweiterung auf den
Raum ist auf beliebig viele Arten moglich, worauf
hier nicht ndher eingegangen werden soll.

* Anm. b. d. Korr. : Inzwischen gelang es F. Mever und
H. U. Scumipt in einer noch nicht veroffentlichten Unter-
suchung Fldachen von torusartigen Zusammenhangsverhalt-
nissen zu konstruieren, welche eine Losung des Gleich-
gewichtsproblems mit rein meridianartigen Oberflichen-
stromen gestatten. Die Meridianschnitte dieser (nicht-axial-
symmetrischen) Flachen sind nicht mehr kreisformig.
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In dem krummlinigen, orthogonalen Koordinaten-
system laute die metrische Fundamentalform

ds® = gyy du® + gop dv? + gy du?.

Die Lapracesche Gleichung hat dann die Form
3 ( 39 3 P 3 ( 3
Su (a uu)+3v (b 01)>+8;<655>:0 (11)

mit e “/62;2733;}’ b— ] gu gn l 811 gw'
811 822

Wir nehmen an, dal die Fldche § durch w:O ge-
geben sei. Die Potentialgleichung (11) lafit sich in
der Form

(pu' w= —

! @y Byt b, D,

¢y Py+a Dy, +b gp'vv] (12)

schreiben und die Anfangsbedingungen (10) an der
Flache sind

(¢)11':0: ;”(uav) +a,

Es ist nun nétig zu zeigen, daf} in einer Umgebung
der Flache ¥, also bei w=0, eine analytische Lo-
sung existiert. Die Anfangswertaufgabe (12), (13)
wird als Spezialfall von einem allgemeineren Exi-
stenz- und Konvergenzsatz von v. KowaLewsky? er-
fafit. Dieser allgemeine Satz bezieht sich auf das
System der n Gleichungen

(@w)w:():o- (13)

& =U;(x Tps 2 Fnls z )
axlri_ F\H e megdmy S5 Oy SR FORIR wew gl FSw
(z=1,...,n).
a(ﬁl ~--+ﬁm)
Dabei ist . Bm B L Bmik-
9zt -+ dx

Die U; sind analytische Funktionen. Als Anfangs-
bedingung sind die Funktionen

st (82,-) ( i1l
i) %1=0> al’l 11:0’ axr -1 )x1=0
(t=1,...,n)

als analytische Funktionen von 2,,...,, vorgege-
ben. Der Existenzsatz, der in der Literatur oft auch
als Satz von Caucny-KowaLEwsky bezeichnet wird, be-
sagt dann, dal} die Losung dieser Anfangswertauf-
gabe in der Umgebung jedes Punktes der Flache
=0 eindeutig bestimmt ist und ihre Potenzreihen-
4 S.v.Kowarewsky, J. Math. 80, 1 [1875].
Ein Spezialfall des Satzes von Cavcuy-Kowarewsky, der
ausreicht fiir alle axialsymmetrischen Fille unseres in Ab-
schnitt 1 formulierten Problems ist bewiesen in Courant-

Hiusert, Methoden d. Mathem. Physik II, Berlin 1937,
S. 39.
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entwicklung einen von Null verschiedenen Konver-
genzradius besitzt.

Um (12), (13) in die Form der KowaLewskyschen
Anfangswertaufgabe zu bringen, setzen wir

21=D,2=D,25=D,; 21=w,T9=u,r3=0

und erhalten aus (12)

%, 1 5 Jz, Oz, Jz,
5ot = o auz2-+-bl../,3+cw,§£l +aezz+bva;3] (14)
: Sa b __dc
o = et b= g g,
und aus (13) (21)e,=0 =4 +a, (?Z‘) =0.
Cxy/x,=0

Die so erhaltene Anfangswertaufgabe ist genau der
Spezialfall der KowaLewskyschen Anfangswertauf-
gabe, den man erhilt, wenn man dort n=1, m=3,
ry =2 setzt. Deshalb konvergieren in der Umgebung
jedes Punktes der Flache ¥ die Potenzreihenentwick-
lungen der Losung @ .

DaB in den hier benétigten Fillen z; keine ein-
deutige Funktion ist, erschwert die Verhaltnisse
nicht, da in Gl. (14) z, selbst nicht vorkommt, son-
dern nur die (eindeutigen) Ableitungen von z.
Daraus folgt, dafi die Losungsfunktion z; =@, im
Aullenraum zwar mehrdeutig ist, jedoch eindeutige
Ableitungen besitzt.

4. Der Kreistorus

Die Fliche {§ sei ein Torus von kreisformigem
Querschnitt, dessen Punkte P(z,7,z) durch

z= (a+0sin7) cos @, =(a+o0sin7) sing,

z=0cC0ST

gegeben seien. a ist der Radius der Torusseele, o der
Radius eines Meridionalschnittes. Auf § ist ¢ kon-
stant. Die nach auflen weisende Fldchennormalen-
richtung 1 bezeichnen wir als die o-Richtung. Fiir
das Innenfeld B; hat man dann

Bty Higes —

a+90 sint’

Bir=0

Der Innendruck sei p>0. Die metrische Fundamen-
talform lautet
ds®=0?dr2+ (a+0sin7)? d¢?

und das gesuchte Liniensystem 2= const erhilt man
aus der Gleichung

1 /(312 1 32\2 bi2
92(at> +(a—%—gsinr)2<8rf;> p+ 7 (a+o0sint)?"
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Mit dem Ansatz

MMr,p) =Cq+f(r) (C=const)
*'W'"f bit—8 7 C*
folgt :9/ ]/p 87 (atosiny)?
1 —8nC?
also A= C(P+0/ V 87((1_(_0 smrti) de

Die Linien Z=const gehen schraubenartig um die
Torusseele herum. Man erhalt fiir das Magnetfeld

Cc
Bhell, Bhp=ee——
s 5= a+9 sin 7
1 b,r —8xC2

—]/p

(B#:, B sind die meridionale und die seelenpar-
allele Komponente von B,*) und fiir den Strom

8 7 ( d+0 sin7)?’

47 .« 4. . 1 b2—8aC?
0 =0 = q — e
c e ’ c i Vp+81(a+f)51n1)
47 .4 b, C
,,]l oy e R
(e a+051n‘[

Aus Realitatsgrinden mufl C den Ungleichungen

2 172 : 2 < 1 go _

0= C=<-b*+platesint)® < —bf+pla—0)
geniigen. Wir betrachten zuerst den Fall verschwin-
denden Innenfeldes, also b;=0. Dann muf} C? in

dem Intervall

0<C*<pla—0o)?

liegen. Ist C =0, so ist das Feld rein meridional,
wihrend der Strom in dquidistanten Parallelkreisen
azimutal flieBt. Dies ist genau der Fall, fir den
Biermany, Harv, Jorcens und Liust! eine Losung
angegeben haben. Fordert man auch weiterhin
bi=0, jedoch C>>0, so geht der Strom in spiral-
artiger Bewegung um den Torus herum. Die Strom-
linien sind also dquidistante Linien auf dem Torus;
die Flachendichte des Stromes ist konstant. Die
Grolle

IJL: - ]/(P— 77727 ) (11+0(;m ‘[)

(a+0sin1)?

~‘|/ (a—{—osmi)' -1

laBt den Verlauf der Stromlinien anschaulich ver-
stehen. An der Innenseite des Torus (sint= —1)
ist |j,*/j*| am kleinsten, auBen (sint= +1) am
grofiten. Das heifit: innen verlduft der Strom mehr
meridional als auBen. Im Grenzfall C*>=p(a—0)?
verschwindet innen j,*, der Strom schneidet den
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Innenkreis des Torus (sin7= —1) rein meridional,
wahrend auflen (sint= +1)

et 2 /9
jt* T=n/2 1*9/0] a

gilt. Biermany, Han, Jércexs und List! haben be-
reits gezeigt, dal} es keine Losung des Problems
geben kann, bei dem der Strom rein meridional
flieft. Aus unserem Existenzsatz folgt dasselbe Er-
gebnis, da auf dem Torus die meridionalen Linien
nicht dquidistant sind. Der Grenzfall C?2=p(a—0)?
ist der Fall mit dem geringsten Azimutalstrom. Bei
ihm verschwindet die Azimutalkomponente an der
Innenseite des Torus vollstdndig, sie hat aber auflen
noch den durch (15) gegebenen Wert. Fir diesen
Grenzfall geht fiir o/a— 0 |j,*/j.* ;=2 nach Null.
Ist o/a=0,1, so wird |j,*/j*|=22=0,703. Das
heifit, daB beim Kreistorus o/a=0,1 mit verschwin-
dendem Innenfeld (b;=0) die Stromrichtung zur
meridionalen Richtung an der Aullenseite minde-
stens einen Winkel von 35° haben muf.

Wir betrachten nun den Fall b;0. Wenn C?=0,
so verschwindet Ba,, d.h. das AuBenfeld ist rein
meridional. Da aber fiir b; + 0 wegen (2) die Strom-
linien nicht mehr senkrecht auf den Linien des
AuBlenfeldes liegen, so flieit der zugehorige Flachen-
strom nicht rein azimutal, sondern hat auch eine
meridionale Komponente. Der andere Extremfall

C2— ;;;biz%“p(a—é’)z

(15)

fiihrt auf einen Strom, der an der Innenseite des To-
rus meridional verlduft, wiihrend das Feld 8,* dort
eine verschwindende meridionale Komponente be-

sitzt. Wenn b2 < 8%”:1 p(a—0)? gilt, so kann C

in seinem erlaubten Bereich auch gleich b; werden.
In diesem Fall verschwindet j.* identisch; der Strom
flieBt rein azimutal.

5. Flachen verianderlichen Durchmessers

Fiir das Folgende soll angenommen werden, dal}
das Innenfeld B; = 0 ist. Fir B;+0 1aBt sich die
eben entwickelte Methode im Prinzip ebenso durch-
fuhren, sie fiihrt jedoch auf kompliziertere Glei-
chungen. Wir betrachten jetzt die Fliche ¥, deren
Punkte P(x,y,z) durch

2?4yt =0*(2)

bzw. durch

x=0(z) cosp, y=0(z)sing, z=z

R. KIPPENHAHN

gegeben sind, wobei ¢ eine noch freie, analytische
Funktion von z ist, die fiir alle reellen z grofler als
Null sein soll. Dann wird

ds? =02dg®+ (1+07?) dz2 (Q, = :9> .

¥4
Als Innenraum bezeichnen wir alle Punkte P(z, y, z)
mit
22 +y?—0%(z) <0.

Da im Innenraum das Feld %; verschwinden soll,
geht Gl. (7) uber in die Bedingungsgleichung fiir
dquidistante Linien:

1 <787i>2_¢ 1 (@;)zq
0 \ 3¢ 1+02\3z) 7

Mit dem Ansatz
A=Cqp+gl(2)

/ 2_77” 72
e [ = die 4,

02
0

(16)

(C = const)

erhalt man

also I=Cqp+ /—l »(92_—_(372’))2(1‘»_7?;3'_")‘ dz. (17)
Wenn ¢ nicht von z abhéngt, wird die Fldche ¥ ein
Zylinder und die Linien 4=const gehen iiber in
dquidistante Spiralen auf dem Zylinder.

Im allgemeinen Fall muf} C? aus Realitatsgriinden
im Intervall

02 ?

min

liegen, wobei 0, die untere Grenze aller Werte o
auf der Fliche ¥ ist. Fiir das AuBenfeld erhilt man
dann

Bio—0, Bhy— — C B!iz:f]/l—cg.

02

und fir den Strom

4. s 4.5 / c? 4a .5 C
Man kann daraus erkennen, daB | j,*/j.* | an den Stel-
len der Fliche, an denen g klein ist, auch klein ist.
Im Grenzfall C? = o,,;, verschwindet j,* an der Stelle
Zmin» an der o seine untere Grenze annimmt. Der
Strom fliefit an dieser Stelle in z-Richtung, wahrend

das Feld dort nur eine ¢-Komponente besitzt.

Es soll jetzt ein Kreistorus mit verdnderlichem
Radius mit einer Néherungstheorie behandelt wer-
den. Es sei @ der Radius der Torusseele. Die Lan-
geneinheit sei fir das Folgende so gewihlt, daf}
a=1 ist. Der in dieser Einheit gemessene Radius
eines (kreisformigen) Meridianschnittes sei ¢. Die
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Flache 3§ sei gegeben durch
x=(l+osint) cosp, y=(l+0sin7)sing
Z=0CcoST.

Hierbei mége o=0(¢) eine periodische Funktion
von ¢ mit der Periode 2 z/n sein. Dann wird

ds2=02de2+ [(1 +0sin7)2+02] dg?, o (g;)

Die Bedingungsgleichung fiir &dquidistante Linien
wird daher

Y 1 3
(dr) T (1+0sin7)2+07 (81;7) =l

Wir wollen jetzt eine Storungstheorie erster Ord-
nung durchfiihren, indem wir Grofen, die in 6 (nicht
aber in ¢’) von héherer als erster Ordnung sind.
gegeniiber der 1 vernachldssigen. Man kann dann
an Stelle von (18) schreiben

1 [32\2 1 20sint) [ CA\2
B kel oo

1+072 Sp
Es sei nun A=/4,+4,, worin 4, die bereits von
(16), (17) her bekannte Losung der Gleichung

1(07) 1 (81)‘-’ ] dE
6?2 \37r) " 1+02\3¢p) ’

e PN
Iy=Cw3 /]/ (Qf_,c,%zgj'a,g,), dy . (20)

(18)

also

Wenn man gegeniiber der 1 Ausdriicke vernachlas-
sigt, die in Z; und o von hoherer Ordnung sind, er-
hdlt man aus (19)

C 34 , 1/ *=C 31 o-C sar, (@1

o 3t | ] ?(1+0% 3¢ o(l+0?)
Mit dem Ansatz

2iy=h(p) sint+k(¢) cost
erhalt man
(h cosT—ksint) + l -
('-(1—*—z‘ )
(K sint+k cost) = T =6 gnz

o(l1+06)
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. (& [ st—C . B e
bzw. 62h+ Vrﬁé(lr-#id';") E=0, (22)
r 62—62
]/02(1+a ) T o(140?) (23)

Elimlmert man h mit Hilfe von (22) aus (23), so
erhilt man

/(02— o2 v ( /(*—C?) a) /
Y ] 1+07 ] 1+0? k

PR Y=
TC]/((ﬂ C) o-ki ] 14072 °

Die Losung 2 muf} nun folgenden Nebenbedingun-
gen geniigen

(8).) NEY 8 (a/) ,
dr '[,(p-‘ 3t rTZn‘rp’ O(p T, Sr; 1+2n, ¢ ’

(25)

3\ (dk 31 3i
(é‘;)r,q o (3%)1,(r+2n/n ’ (ak>1 @ (a(p)z q.—r_n/n
(26)
Die Bedingungen (25) sind durch unseren Ansatz
automatisch erfiillt. Die Funktion 4, erfiillt auch die
Bedingungen (26). Damit auch Z; die Bedingungen
(26) erfiillt, fordern wir, daf} die Losung k(@) von
(24) periodisch mit der Periode 2 7/n ist. Dann hat
auch A die Periode und dZ,/dt, d2,/d¢ erfiillen die
gewiinschten Periodizitdtsbedingungen (26).
Damit die Losung k& von (24) die Periode 2 a/n
hat, braucht man nur die Randbedingungen

E(0) —k (211”) , K(0)=F (2,1*")

zu fordern. Erfiillt £ diese Randbedingungen, dann
ist & wegen der Periodizitat von ¢ auch selbst perio-
disch. Die Randbedingungen (27) lassen sich durch
lineare Kombination zweier linear unabhingiger
Losungen der zu (24) gehorigen homogenen Glei-
chung mit einem partikuldren Integral der inhomo-
genen Gleichung (24) erfiillen. Damit folgt, dafl zu
beliebig vorgegebenem o(¢) =0o(p+ (27/n)) und
zu jedem C(0 < €2 < 0%,;,) eine Losung existiert,
die man nach der angegebenen Methode berechnen
kann.

(24)

(27)

Der Verfasser dankt den Herren K. Jércens und
R. List fiir zahlreiche Diskussionen.



